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Problema 1)

Hoy fui a la universidad en un bus. El bus parti6 con 20 pasajeros. En cada paradero ocurri6 una de las siguientes

situaciones:
= bajaron 2 pasajeros y subieron 8.
= bajaron 3 pasajeros y subieron 10.
Si al paradero final llegaron 84 pasajeros, ;cuantos paraderos tiene el bus (sin contar el inicio y el final)?

En cada paradero la cantidad de pasajeros aument6 en 8 —2 = 6 0 10 — 2 = 7. Sea x la cantidad de veces que la
cantidad de pasajeros aumentd en 6 y sea y la cantidad de veces que aumentd en 7. Por otro lado, la cantidad de

pasajeros aument6 en total 84 — 20 = 64, por lo cual
6x + 7y = 64,
de donde x = 6 y y = 4. Por lo tanto, la cantidad de paraderos es

x+y=10.

Respuesta: 10
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Problema 2)

Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos tales que a + b+ ¢ = abc y ab + bc + ca = 10. Determine el valor de la

siguiente expresion:

a, b b c c.a
b a ¢ b a c
Solucion
Notemos que g+£:a+c:abc—b:ac_1.
b b b b
Analogamente
2+£=b0—1 y 2+2=ab—1.
a a c c
Por lo tanto
Gy b b e ibetca-3=10-3=7.
b a ¢ b a ¢
Respuesta: 7
Problema 3
Consideremos la siguiente secuencia de 1012 nimeros:
3x2h, 5x2% 7x2%, .., 2025x212

Determine cudntos de esos 1012 nimeros son cuadrados perfectos.

Solucion

Cada nimero es de la forma N = (2k 4+ 1) x 2%, donde 1 < k < 1012. Entonces, para que N sea un cuadrado
perfecto k tiene que ser par 'y 2k + 1 debe ser un cuadrado perfecto. Luego, 2k + 1 puede tomar cualquiera de los
siguientes valores:

9=32,25=5%49="7%...,2025 = 45%.

Donde, cada uno de estos cuadrados perfectos nos da un valor de k. Por lo tanto, k puede tomar 22 valores.

Respuesta: 22

Problema 4/

Andrés tiene tres pares de medias en un cajon: un par verde, un par azul y un par negro. Andrés saca sin ver dos

medias (una por una) y las coloca en una bolsa. Luego saca sin ver otras dos medias entre las que quedan (una
por una) y las coloca en otra bolsa. Por dltimo, saca del cajon las dltimas dos medias y las coloca en una tercera
bolsa. Si p es la probabilidad de que alguna de las bolsas tenga dos medias del mismo color, determine el valor
de 360p.
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Solucion

Hay (g) = 15 maneras de elegir el par de medias para la primera bolsa y solo hay tres casos en el que obtenemos

un par de medias del mismo color. Entonces hay % de probabilidad de que la primera bolsa tenga un par del mismo

color y % de que no.

Si las medias de la primera bolsa son del mismo color ya obtenemos lo que queremos. En caso contrario, su-
pongamos sin pérdida de generalidad, que en la primera bolsa hay una media verde y una media azul, entonces

quedarian una media verde, una media azul y dos medias negras.

Hay (;) = 6 maneras de elegir el par de medias para la segunda bolsa y solo hay dos casos favorables: si ele-

gimos dos medias negras o si elegimos una media verde y una media azul (en este caso la tercera bolsa tendria

dos medias del mismo color). Entonces hay % de probabilidad de que la segundo o tercera bolsa tenga un par del

. 2
mismo color y 3 de que no.

Por lo tanto, la probabilidad de que una de las bolsas tenga un par de medias del mismo color es

7

+ =X

4.1
573715

_1
P=3

Nos pide 360p = 168.

{Respuesta: 168}

Problema 5

Sea D un punto del lado AC de un tridngulo ABC tal que BC = BD.Si «DBA =342DABy AD = DC+2BD,
determine la medida del angulo «BAC.

Solucion

Sea ZDAB = a, 2zDBA = 3a, BC = BD =ay CD = b,entonces AD =2a+by 2BDC = £LBCD = 4a.
Sea E un punto del lado AC tal que ED = a, entonces ZBED = ZEBD = 2a y ZABE = a, por lo cual
BE = AE =a+ b= EC.

Luego ZEBC = £ZACB = 4a, entonces en el tridngulo EBC se tiene:

2a 4+ +4a +4a = 180° = o = 18°.

Respuesta: 18
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Problema 6)

Sean p, g y r nimeros primos tales que p < ¢ < ry (p+ q)(q+r)(r+ p) = 11286. Determine el valorde p+ g +r.

Solucion

Tenemos que

P+qq+rr+p =2x3>x11x19.

Si p > 2, entonces p, q y r serian impares, por lo cual p + ¢, ¢ + r y r + p serian pares, de donde el producto

(p + q@)(g + r)(r + p) seria multiplo de 8, lo cual es una contradiccion.

En consecuencia, p =2y
@+2)r+2)(g+r=2x3>x11x19.

Luego, como g + 2 y r + 2 son divisores de 11286, entonces
g, r€{7,17,31,97,...}.
Sig > 17, entonces r > 31y
(g+2)(r+2)(g+r)>19x33x48 >2x3x11x19,

lo cual no es posible.

Por lo tanto ¢ = 7 y r = 31. Nos piden

p+qg+r=2+7+31=40.

Respuesta: 40

Problema 7)

En la fiesta de Rosa hay 45 personas, incluyéndola. Cada persona conoce a Rosa o conoce a alguien que la conoce.

También, cada persona, excepto Rosa, conoce a exactamente dos personas en la fiesta. Ademas, si A’y B conocen
a Rosa, entonces A y B no se conocen ni tienen otro conocido en comin, aparte de ella. ;A cudntas personas de

la fiesta conoce Rosa?
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Solucion

Si A es una de las personas de la fiesta que no es Rosa, entonces A conoce a Rosa o conoce a alguien que conoce

a Rosa, lo cual podemos representar de la siguente manera (la relacién de conocidos estd representada por una

linea):

A A
Rosa '/ Rosa ®

Luego, A es amiga de otra persona B, lo cual se representa de la siguiente manera:

A A
Rosa v/[ Rosa ® |
B B

Ademas, B conoce a Rosa o conoce a alguien que conoce a Rosa, por lo cual toda persona A se encuentra en un

grupo de una de las siguientes formas:

Rosa Rosa Rosa

Notemos que cada persona (excepto Rosa) de cada grupo ya conoce a dos personas en el grupo por lo cual todos
los grupos son disjuntos excepto por Rosa que pertenece a todos los grupos.
Por otro lado, las personas A y B en los siguientes grupos

A A
Rosa Rosa

B B

conocen a Rosa, sin embargo se conocen entre si o tienen un conocido en comun aparte de Rosa, lo cual no puede

ocurrir. En consecuencia todos los grupos son de la forma:

Rosa

. . . 44 )
Cada grupo, sin contar a Rosa, tiene 4 personas, entonces la cantidad de grupos es ik 11. Ademaés, Rosa conoce

a exactamente dos personas de cada grupo, por lo tanto, la cantidad de personas que conoce a Rosaes 2x 11 = 22.

Respuesta: 22
Ponle
] e e M Eresroseer

AREQUIPA




\O
4
» Etapa DRE - Nivel 2

Problema 8

En la figura ABC DEF es un hexdgono regular de area 420 m?. Si M, N y P son los puntos medios de los lados

DE, FAy BC, respectivamente. Determine el area del hexdgono sombreado en metros cuadrados.

Solucion

SeanQ = FANBC,R=BCNDEyS =DEnFA.Por simetria QM, RN y PS pasan por los vértices del

hexdgono sombreado y lo dividen en seis tridngulos congruentes.

Hallaremos el area del tridngulo X OY .
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S

Como O es el centro del triangulo equilatero Q RS, entonces % = % Ademas, ME =MD =aySE =DR=

2a. Luego, por el teorema de Menelao tenemos que

SE-MX - -OP=EM -XO-SP,

de donde 0x
XM

= % Ademas
SE-RY-OP=FER-YO- SP,

de donde g = l
YR 6

En consecuencia, el area del tridngulo OXY es igual a % X % = %

area del hexagono sombreado es igual a % del area del tridngulo QRS que es igual a % del area del hexagono
ABCDEF, es decir

del 4rea del tridngulo OM R. Por lo tanto, el

2 3
— X = X420 = 36.
35 2

Respuesta: 36

Problema 9

En cada casilla de un tablero de 6 X 6 se escribe un ndmero entero de tal modo que la suma de los nimeros en cada

fila, en cada columna y en cada diagonal generalizada sea positiva. Determine el menor valor que puede tomar
la suma de todos los niimeros escritos en el tablero.
Aclaracion: una diagonal generalizada es cualquier conjunto de 6 casillas donde no hay dos de ellas en la misma

fila ni en la misma columna.
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La figura muestra una diagonal generalizada.

Solucion

Sea S la suma de todos los niimeros del tablero. Un ejemplo con .S = 11 es el siguiente:

k=l =l =l el )
i =l =A==l el )

k=l =l =l el )

k=l =l =l el )

k=l =l =l el w)

Uy [NV VNI VNN VNI U

Ahora, supongamos que existe un ejemplo donde .S < 10. Si un nimero es negativo, digamos igual a —k (k > 1),

supongamos, sin pérdida de generalidad, que estd en la esquina superior izquierda:

—K B

Entonces, los rectangulos A y B tienen suma mayor o igual que k£ + 1 y el cuadrado C tiene suma mayor o igual
que 5(k + 1). Por lo cual S > 6k + 7 > 13, lo cual es una contradiccion. En consecuencia, si existe tal ejemplo

tiene que estar formado solo por 0’s y nimeros positivos.

Contamos la cantidad de ntimeros positivos en cada fila y en cada columna. Sea M el mayor de estos 12 nimeros.

Sin perdida de generalidad, supongamos que la fila o columna con M niimeros positivos siempre es la dGltima fila.
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Si M = 6, entonces las cinco primeras filas tienen suma mayor o igual que 1:

[+ |+ ]+ +

Porlocual S > 5+ 6 =11, lo cual es una contradiccion.

Si M = 5, entonces el cuadrado A tiene suma mayor o igual que 5 y el rectdngulo B tiene suma mayor o igual

que 1:

+[+[+[+][+]0

Porlocual S > 5+ 1+ 5 =11, lo cual es una contradiccion.

Si M = 4. Si el rectangulo A tiene una fila con dos ceros:

++|+|+]0]0

Entonces el rectangulo A tiene suma mayor o igual que 2, el rectingulo B tiene suma mayor o igual que 1 y el

cuadrado C tiene suma mayor o igual que 4:

o~
AN

B 00
+[+[+[+]0]0

Porlocual S >2+1+4+4 =11, lo cual es una contradiccion.
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En caso contrario, si cada fila del rectdngulo A tiene un nlimero positivo, sabemos que la primera columna de A

tiene otro nimero 0, entonces el rectingulo A tiene suma mayor o igual que 5 y el rectidngulo B tiene suma mayor

o igual que 4:

+|+[+|+]0]0

Porlocual S > 5+ 4 +4 = 13, lo cual es una contradiccion.

Si M = 3. Si el rectangulo A tiene al menos dos filas de ceros:

+|+|+]0]|0]|0

Entonces el rectdngulo A tiene suma mayor o igual que 3, los rectangulos By C tienen suma mayor o igual que

1 y el cuadrado D tiene suma mayor o igual que 3:

D
A
C 0(0]0
B 0[{0]0
+|+|+(0(0|O0

Porlocual S >3+ 1+1+3+3 =11, lo cual es una contradiccién.

Si el rectangulo A tiene exactamente un fila de ceros, la primera columna de A tiene otro ntimero 0. Entonces el
rectangulo A tiene suma mayor o igual que 4, el rectingulo B tiene suma mayor o igual que 1 y el cuadrado C

tiene suma mayor o igual que 3:
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Porlocual S >4+ 1+ 3+ 3 =11, lo cual es una contradiccién.

Si cada fila del rectdngulo A tiene un nimero positivos, la segunda columna de A tiene otro nimero 0 y la tercera
columna de A tiene otro ndmero O en una fila distinta. Entonces el rectangulo A tiene suma mayor o igual que 5

y el cuadrado B tiene suma mayor o igual que 3:

+|+|+]0]|0]|0

Porlocual S > 5+ 3+ 3 =11, lo cual es una contradiccion.

Si M = 2. La segunda columna de A tiene otro ntimero 0, la tercera columna de A tiene otro nimero 0 en una
fila distinta y la cuarta columna de A tiene otro nimero 0 en una fila distinta. Entonces el cuadrado B tiene suma

mayor o igual que 2:

+/+/0]0]|0]|0

Por lo cual, las otras casillas de las primeras dos columnas del tablero contienen solo nimeros 0. Luego, los

cuadrados C y D tinen suma mayor o igual que 2 y las 3 filas restantes de A tienen suma mayor o igual que 1.

B ¢ D
00 A |0
00 0
00 0
+|+(0]{0]|0]|0

Porlocual 8§ >3+4+2+2+42+2 =11, lo cual es una contradiccién.
Finalmente, si M = 1, entonces cada fila y cada columna tiene exactamente un niimero positivo, por lo cual los

6 niimeros positivos se encuentran solo en una diagonal generalizada, lo cual es una contradiccién.

Respuesta: 11
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Problema 10

Determine el menor niimero entero positivo k que cumple la siguiente condicién: No existe un divisor de 6292

de la forma n(n + k), donde n es un entero positivo.

Solucién

Como 2025 es suficientemente grande, cuando tengamos un ejemplo para algiin k con un divisor "pequefio"también
tendremos ejemplo para 2k y 3k ya que si n(n + k) es un divisor "pequefio”"de 6292, entonces 2n(2n + 2k) y

3n(3n + 3k) también son divisores de 62923

k =1 cumple ya que 1(1 + 1) es divisor de 62925 entonces también cumplen 2, 3,4, 6, 8,9, 12, 16, 18, 24, 27, 32
y 36.

k = 5 cumple ya que 1(1 + 5) es divisor de 6202

, entonces también cumplen 10, 15, 20, 30 y 40.
k = 7 cumple ya que 1(1 + 7) es divisor de 6292, entonces también cumplen 14, 21 y 28.

k = 11 cumple ya que 1(1 + 11) es divisor de 627, entonces también cumplen 22 y 33.

k = 13 cumple ya que 3(3 + 13) es divisor de 6292, entonces también cumple 26 y 39.

k = 17 cumple ya que 1(1 + 17) es divisor de 6292, entonces también cumple 34.

k = 19 cumple ya que 8(8 + 19) es divisor de 6292, entonces también cumple 38.

k =123, 25,29, 31,35y 37 cumplen ya que 1(1 + 23), 2(2 + 25), 3(3 +29), 1(1 + 31), 1(1 + 35) y 27(27 + 37)

son divisores de 6202,

En consecuencia, se cumple para todo 1 < k < 40.

Ahora, supongamos que existe un entero positivo n tal que n(n + 41) es divisor de 6292, entonces n = 2¢ x 3% y

n+41=2¢x34 donde a, b, ¢, d son enteros no negativos.

Claramente n = 1 no cumple, asi que n > 2. Si n es par, entonces # + 1 es impar, porloque c =0y d > 0, de

donde b = 0 pues » no puede ser maltiplo de 3.
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De este modo (n +41) —n = 3¢ —2% = 41. a = 1 no cumple por lo que a > 2, entonces 3¢ = 1 (mdd 4), de

donde d es impar. Ademés, 2¢ = 1 (méd 3), por lo que a es par.

Sean a = 2x y d = 2y, donde x y y son enteros positivos. Entonces
39 -29 = (3* +2")(3¥ - 2) =41,

de donde 3* 4+ 2Y =41y 3¥ —2¥Y =1, por lo cual 3* = 21 y 27 = 20, lo cual es una contradiccidn.
Si n es impar, entonces a = 0 'y n es miltiplo de 3, por lo cual d = 0, pues n + 41 no puede ser multiplo de 3.

De este modo (n+41) —n = 2¢ — 3% = 41. Claramente ¢ > 6, entonces 3” = —41 = -9 (méd 32), lo cual es una

contradiccion.

Por lo tanto, el minimo es 41.

Respuesta: 41
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